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確率的勾配降下法の平滑化効果を利用した段階的
最適化手法によるDNNの大域的最適化

佐藤　尚樹，飯塚　秀明

近年急速に発展しているテキスト生成をはじめとする機械学習分野において，深層ニューラルネットワーク
(DNN) の最適化理論は重要な役割を果たしている．本稿は，深層学習に現れる経験損失最小化問題を解くため
の最適化法のうち，最もシンプルな確率的勾配降下法について，段階的最適化の観点から考察する．
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1. はじめに

訓練データセットS := (z1, z2, . . . , zn)と深層ニュー
ラルネットワーク (Deep Neural Networks, DNN)の
パラメータ x ∈ R

d が与えられたとき，深層学習モデ
ルから正解ラベルとの誤差を表す微分可能な非凸損失
関数 f(x; zi)が得られるとする．このとき，経験損失
最小化問題

目的関数：f(x) := 1

n

n∑
i=1

fi(x) → 最小 (1)

条件：x ∈ R
d

の最適解を見つけることを，「モデルを訓練する」とい
う．ただし，fi(x) := f(x; zi)は訓練データ ziに対す
る損失関数とする．このような非凸最適化問題を解く
ための最急降下法の更新式は，初期点を x0 ∈ R

d，学
習率を ηt > 0 (t ∈ N)とすると，

xt+1 := xt − ηt∇f(xt)

で与えられる．ところが，DNNの次元数 dと訓練デー
タの総数 n は非常に大きいため，一般的な計算機で
は全勾配∇f(xt)を計算することができず，最急降下
法は実行できない．それに対して，確率的勾配降下法
(Stochastic Gradient Descent, SGD) は，反復回数
tにおいて n個の訓練データからランダムに選ばれた
b (< n)個のデータ Stに対して計算されたミニバッチ
確率的勾配
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∇fSt(xt) :=
1

b

b∑
i=1

∇fξt,i(xt)

を探索方向に利用するため，バッチサイズ bを適切に
設定すれば実行することができる．ただし，確率変数
ξt,i は反復回数 t での i 番目のデータにより生成され
る確率変数とする．問題 (1)は無数に局所的最適解を
もっていると考えられるが，一般に最急降下法，SGD

のいずれも，局所的最適解に収束することは保証でき
ても，大域的最適解に収束することは保証できない．
本稿は，問題 (1)の大域的最適解を見つけることを目
指す．

2. 数学的準備

R
d を d次元ユークリッド空間とし，R

d のノルムを
‖ · ‖とする．本稿では解析のために，以下のような仮
定を認める．

仮定 1. 関数 f : Rd → R は連続的微分可能で，Lg-

平滑とする，すなわち，

∀x,y ∈ R
d : ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ Lg‖x− y‖

が成り立つ．

仮定 2. 関数 f : Rd → Rは Lf -リプシッツ関数とす
る，すなわち，

∀x,y ∈ R
d : |f(x)− f(y)| ≤ Lf‖x− y‖

が成り立つ．

仮定 3. (xt)t∈N を最適化アルゴリズムが生成した点
列とすると，
(i) 任意の反復回数 t ∈ Nに対して，
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Eξt [Gξt(xt)] = ∇f(xt)

が成り立つ．ただし，Gξt (xt)は，関数 f(·) の xt に
おける確率的勾配であり，Eξt [·]は確率変数 ξt に関す
る期待値である．
(ii) 非負定数 C2 ≥ 0が存在して，任意の反復回数

t ∈ Nに対して，

Eξt

[‖Gξt(xt)−∇f(xt)‖2
] ≤ C2

が成り立つ．

仮定 4. 任意の反復回数 t ∈ Nにおいて，全勾配∇f

は，ミニバッチ St ⊂ S で次のように近似される．

∇fSt(xt) :=
1

b

b∑
i=1

Gξt,i (xt) =
1

b

∑
{i : zi∈St}

∇fi(xt).

仮定 3 (i)は，各反復回数 tで得られる f の確率的
勾配 Gξt の期待値が全勾配 ∇f と一致することを意味
し，仮定 3 (ii)は，確率的勾配 Gξt と全勾配∇f の二
乗ノルムの意味での差の期待値が C2 以下であること
を意味している．すなわち，C2 は確率的勾配 Gξt の
分散の上界を表している．仮定 4 は，SGD の探索方
向であるミニバッチ確率的勾配 ∇fSt(xt) が，b 個の
確率的勾配 Gξt,i (i ∈ [b])の平均で計算されることを意
味している．ただし，[b] := {1, 2, · · · , b}とする．

3. 段階的最適化

段階的最適化 (Graduated Optimization)は Blake

と Zissermanによって提案された，非凸最適化問題の
大域的最適解を探索する大域的最適化手法の一つであ
る [1]．まず徐々に小さくなるノイズ (δm)m∈[M] によ
る平滑化演算によって，徐々に元の目的関数 f : Rd →
R に近づくように平滑化された M 個の関数の列
(f̂δm)m∈[M] を用意する．そして，最も平滑化された
関数 f̂δ1 を最初に最適化し，その近似解を初期点とし
て 2 番目に大きく平滑化された関数 f̂δ2 を最適化し，
次に 2番目の近似解を初期点として 3番目に大きく平
滑化された関数 f̂δ3 を最適化する，という手順を繰り
返すことで，元の目的関数 f の局所的最適解を避けて
大域的最適解を探索する．段階的最適化の概念図につ
いては，文献 [2](Figure 1)を参照されたい．一般に関
数の平滑化は，正規分布や一様分布に従う確率変数で
関数を畳み込むことで実現される．本稿では解析の都
合上，平滑化に使用される確率変数は一様分布に従う

とする．

定義 1（関数の平滑化）. Lf -リプシッツ関数 f を平滑
化して得られる関数 f̂δ : R

d → Rは，

f̂δ(x) := Eu∼B(0;1) [f(x− δu)]

と表される．ここで，δ ∈ Rは平滑化の度合いを表し，
u ∈ R

d は閉球 B(0; 1) から一様にサンプリングされ
たベクトルである．また，

x� := argmin
x∈Rd

f(x), x�
δ := argmin

x∈Rd

f̂δ(x)

とする．

段階的最適化手法はやノイズ除去 [3] やロバスト推
定 [4] など，画像処理分野や機械学習分野で広く利用
されている．特に，現在最先端の性能を有する生成モ
デルであるスコアベースモデル [5]と拡散モデル [6, 7]

は，暗黙的に段階的最適化を利用している．その一方
で，理論的な研究は少ない．段階的最適化の理論と応
用に関する包括的な調査については，文献 [8] を参照
されたい．
Hazanらは，段階的最適化アルゴリズムが大域的最

適解に収束するような条件を満たす，特別な非凸関数
である，σ-nice関数を定義した [9]．

定義 2（σ-nice関数）. 任意の関数 f : Rd → Rに対し
て，次の二つの条件が満たされるとき，関数 f は σ-nice

関数であるという．
(i) 任意の δ > 0と x�

δ に対して，
∥∥x�

δ − x�
δ/2

∥∥ ≤ δ

2

を満たすような x�
δ/2 が存在する．

(ii) 任意の δ > 0 に対して，関数 f̂δ(x) は近傍
N(x�

δ ; 3δ)で σ-強凸である．

Hazan らは σ-nice 関数に対して以下のような段階
的最適化アルゴリズムを使用すると，O (

1/ε2
)
回の反

復で目的関数 f の大域的最適解 x� の ε-近傍に到達で
きることを示した [9](Theorem 4.1)．

Require: σ > 0, δ1 > 0,M ∈ N,x1 ∈ R
d

1: for m = 1 to M + 1 do

2: TF := σδ2m/32

3: xm+1 := SGD(TF ,xm, f̂δm )

4: δm+1 := δm/2
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5: end for

6: Return: xM+2

ところが，一般に DNNを含む複雑で巨大な関数に
定義 1の平滑化演算を施すことはできないため，上記
のアルゴリズムによる最適化は実現できない．

4. 確率的ノイズによる平滑化

SGDの探索方向と最急降下方向との間には，各反復
で，SGDが一度にすべてのデータを扱えないために

ωt := ∇fSt(xt)−∇f(xt)

だけ確率的ノイズが生じている．凸最適化における
SGDは，収束するために最急降下法よりも多くの反復
回数を要する代わりに，1反復あたりの計算量は少な
くなる [10]ことが知られている．すなわち，凸最適化
では計算量を減らすためだけにミニバッチ化するので
あって，確率的ノイズは邪魔な副産物でしかない．一
方，非凸最適化においては，このノイズは非常に重要
で，局所的最適解からの脱出を助け [11]，収束は遅い
が最急降下法よりも良い汎化性をもたらす [12]ことが
経験的に知られている．さらに，Kleinberg らは，以
下のような議論から，確率的ノイズ ωt が目的関数を
平滑化している可能性を指摘した [13]．
反復回数 tにおいて，最急降下法で点列を更新した

先を yt，SGDで点列を更新した先をxt+1 とする，す
なわち，

yt := xt − η∇f(xt),

xt+1 := xt − η∇fSt(xt)

とすると，

Eωt [yt+1] = Eωt [yt]− η∇Eωt [f(yt − ηωt)] (2)

が成り立つ．式 (2)の導出は，文献 [2]の A章を参照
されたい．新たに関数 f̂(y) := Eωt [f(y − ηωt)]を定
義すれば，

Eωt [yt+1] = Eωt [yt]− η∇f̂(yt)

が成り立つことから，SGDで関数 f(x)を最適化する
ことと，最急降下法で関数 f̂(y)を最適化することは，
期待値の意味では等価である．さらに ωt は確率変数
であるから，定義 1より，関数 f̂(y)は関数 f(x)をあ
る程度平滑化した関数だといえる．

5. SGDの平滑化特性

それでは，4節の議論をより深め，SGDの確率的ノ
イズ ωt による平滑化の度合い δ は何によって定まる
のかを考察する．
仮定 3 (ii)と仮定 4が成り立つとすると，

Eξt [‖ωt‖] ≤ C√
b

(3)

が成り立つ．証明は，文献 [2]の B章を参照されたい．
不等式 (3) を満たすような ωt は，正規分布に従う確
率変数 ut ∼ N

(
0, 1√

d
Id
)
を使って，

ωt =
C√
b
ut

と表すことができる．ただし，Id は d次元の単位行列
とする．確率的ノイズが正規分布に従うことについて
は，文献 [14]を参照されたい．これを利用して式 (2)

をさらに変形すると，

Eωt [yt+1]

= Eωt [yt]− η∇Eωt [f(yt − ηωt)]

= Eωt [yt]− η∇E
ut∼N

(
0; 1√

d
Id

)
[
f

(
yt − ηC√

b
ut

)]

≈ Eωt [yt]− η∇Eut∼B(0;1)

[
f

(
yt − ηC√

b
ut

)]

= Eωt [yt]− η∇f̂ ηC√
b

(yt) (4)

が成り立つ．ただし，式 (4)の導出では，次元 dが十
分大きいとき，標準正規分布は半径

√
dの球体上の一

様分布に近似できる [15]ことを利用している．式 (4)

は，SGDで関数 f(x)を最適化することと，最急降下
法で関数 f̂ ηC√

b

(y)を最適化することは，期待値の意味
では等価であることを意味している．また，SGDの確
率的ノイズ ωt による平滑化の度合いは，

δ =
ηC√
b

(5)

となり，学習率 η，バッチサイズ b，確率的勾配の分散
C2 によって定まるといえる．すなわち，学習率が大
きく，バッチサイズが小さいほど平滑化の度合いは大
きくなる．この発見によって，これまで実験的には観
察されていたが，理論的には説明できなかった多くの
現象を説明することができる．

6. SGDの挙動についての理論的洞察

Keskarらは，SGDでモデルを訓練するとき，大きい
バッチサイズを使うとその近傍が急峻な局所的最適解
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に陥り，汎化性が損なわれることを実験で示した [12]．
この現象は経験的にはよく知られており，バッチサイ
ズが大きくても汎化性を損なわないようにするための
手法がいくつか提案されている [16, 17]．この現象に
ついては，式 (5)から，バッチサイズが大きいときは
目的関数 f の平滑化の度合いは小さく，最急降下法に
よって最適化されるとみなせる関数 f̂ ηC√

b

は元の非凸
関数 f に近くなるため，その近傍が急峻な局所的最適
解に陥りやすいといえる．一方，バッチサイズが小さ
いときは，目的関数は十分に平滑化されているために，
元の非凸関数 f の急峻な局所的最適解は消失し，SGD

で更新される点列は汎化性の優れる解に収束するとい
える．
多くの先行研究が，訓練中に学習率を減少させる，あ

るいはバッチサイズを増加させると，定数学習率と定数
バッチサイズを使う場合よりも訓練損失関数値，テスト
精度の両方で性能が優れることを示している [18, 19]．
式 (5)によると，学習率 ηを減少させる，あるいはバッ
チサイズ bを増加させることは平滑化の度合い δ を減
少させることと等価である．したがって，減少学習率
または増加バッチサイズを使用することは，まさに段
階的最適化のアプローチそのものであり，これらは暗
黙のうちに近傍が急峻な局所的最適解を避けることに
寄与していたといえる．
上記の考察は，その近傍が急峻な局所的最適解より

も，近傍が平坦な局所的最適解の方が汎化性に優れる
という仮説 [12, 20–22] に基づいていることに注意し
たい．訓練データは限られているため，訓練データの
みによって構成される訓練損失関数と，テストデータ
を含む未知のデータによって構成される未知の関数の
間には誤差があるはずである．近傍が平坦な局所的最
適解ならば，その誤差の影響を受けにくいために高い
汎化性を担保できる，という直感的な説明は可能だが，
厳密に理論的に証明されたことはない．

7. new σ-nice関数

Hazanらが提案した σ-nice関数 [9]は，どの程度特
別な関数なのか不明であった．そこで，σ-nice関数を
拡張した new σ-nice関数を定義し，任意の関数が new

σ-nice関数であるための十分条件を示す．

定義 3（new σ-nice関数）. δ1 ∈ Rとする．任意の関
数 f : Rd → Rに対して次の二つの条件が満たされる
とき，関数 f は new σ-nice関数であるという．
(i)任意のm ∈ [M ],γm ∈ (0, 1)に対して |δm+1| :=

γm|δm|を満たす δm ∈ Rと x�
δm が存在して，

∥∥x�
δm − x�

δm+1

∥∥ ≤ |δm| − |δm+1|

が成り立つ．
(ii)任意の m ∈ [M ],γm ∈ (0, 1),|δm+1| := γm|δm|

を満たす δm ∈ Rと dm > 1が存在して，関数 f̂δm (x)

は近傍 N(x�; dmδm)で σ-強凸である．

定義 3において，γm はノイズ δm から δm+1 への減
衰率を表しており，σ-nice関数の定義では m によら
ず γm = 0.5 であった．また，徐々に狭まる強凸領域
の中心が，σ-nice関数の定義では平滑化後の関数 f̂ の
大域的最適解 x�

δm であるのに対して，定義 3 では元
の目的関数 f の大域的最適解 x� であり，その半径は
σ-nice関数の定義では常に 3δ であるのに対して，定
義 3では dmδm であることに注意する．
次の二つの命題は，関数 f が new σ-nice関数である

ための十分条件を示している．証明は文献 [2]のD.5節
と D.6節を参照されたい．

命題 1. 関数 f : Rd → Rが，十分小さな正数 r > 0

に対して閉球 B(x�; r) で σ-強凸で，ノイズ δm が
|δm| = |δ−m|を満たすとする．このとき，関数 f̂δm は
近傍 N(x�; amr) で σ-強凸となる (am >

√
2)．ただ

し，x ∈ N(x�; amr),um ∼ B(0; 1)に対して

|δ−m| := sup
x∈N(x�;amr)\{x�}

Eum∼B(0;1)

[∣∣∣z −√
z2 − r2(a2

m − 1)
∣∣∣]

とし，z := ‖x�−x‖‖um‖ cos θで，θは umとx�−x

のなす角とする．また，dm := amr/|δ−m| が成り立つ
とき，平滑化された関数 f̂δm は近傍N(x�; dm|δm|)で
σ-強凸となる．

命題 1 から，定義 3 の条件 (i) を満たすためには，
dm := amr/|δ−m|が成り立つ必要がある．δ−m の定義か
ら，dm のとりうる値の範囲は，

1 ≤ dm ≤ am√
a2
m − 1− 1

(6)

であることがわかる．図 1は dm がとりうる値の範囲
を塗りつぶしたものである．σ-nice関数の定義におい
ては，強凸領域の半径はmによらず dm = 3であった
が，これは am が大きいとき，すなわちノイズ |δm|が
大きいときには成り立たないことがわかる．
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図 1 dm がとりうる値の範囲

命題 2. 関数 f : Rd → Rが，十分小さな正数 r > 0

に対して閉球B(x�; r)で σ-強凸で，任意のm ∈ [M ]

に対して，x�
δm は近傍N(x�; dm|δm|)内に含まれると

仮定する．ただし，dm > 1, δm ∈ R とする．このと
き，関数 f が new σ-nice関数であるための十分条件
は，任意の m ∈ [M ] に対して，ノイズの大きさ |δm|
が次の条件を満たすことである．

2Lg max
{∥∥x�

δm − x�
∥∥ ,∥∥∥x�

δm+1
− x�

∥∥∥}
σ (1− γm)

≤ |δm| = ∣∣δ−m∣∣ . (7)

命題 2より，式 (7)を満たすようなノイズ δm で関
数を平滑化すれば，任意の関数 f は new σ-nice関数
となる．すなわち，ある関数が new σ-nice 関数であ
るためには特別な仮定は必要なく，適切な大きさのノ
イズで平滑化することが唯一の条件となる．

8. 最適なノイズスケジューリング

new σ-nice関数に対して段階的最適化アルゴリズム
を適用するとき，関数 f̂δm−1 を適当な最適化手法で最
適化して得られた近似解が，次の関数 f̂δm の最適化の
初期点となる．このとき，関数 f̂δm の強凸領域は関数
f̂δm−1 の強凸領域よりも狭いため，関数 f̂δm の最適化
の出発点が，関数 f̂δm の強凸領域に含まれる保証はな
い．また，平滑化された関数の最適解がその関数の強
凸領域に含まれなければ，最急降下法の点列が強凸領
域に留まる保証はない．次の命題はこれらを保証する
もので，段階的最適化アルゴリズムによる最適化の成
功に不可欠なものである．証明は文献 [2]の D.7節を
参照されたい．

命題 3. 任意の m ∈ [M ] に対して dm > 1 とし，関
数 f : Rd → R は new σ-nice 関数であるとする．こ

のとき，
(i) 任意のm ∈ [M ]に対して，

‖x�
δm − x�‖ < dm|δm|

が成り立つ．
(ii) 任意の m ∈ [M ] に対して γm ∈

(
1

dm+1
, 1
)
が

成り立つならば，m ∈ {2, 3, . . . ,M}に対して
∥∥x�

δm−1
− x�

∥∥ < dm|δm|

が成り立つ．

命題 3 (i)は，関数 f が new σ-nice関数であれば，常
に関数 f̂δm の最適解がその関数の強凸領域に含まれる
ことを意味している．命題 3 (ii)は，γm ∈

(
1

dm+1
, 1
)

が成り立つとき，関数 f̂δm の最適化の初期点が，その
関数の強凸領域に含まれることを意味している．した
がって，γm ∈

(
1

dm+1
, 1
)
が成り立てば，関数 f̂δm の

最適化の初期点と最適解はどちらもその関数の強凸領
域に含まれる．よって，最急降下法の点列が強凸領域
を出ることはあり得ない．以上のことから，段階的最
適化の初期点が，最初に最適化される関数 f̂δ1 の強凸
領域 N(x�; d1|δ1|) に含まれてさえいれば，段階的最
適化アルゴリズムが目的関数 f の大域的最適解 x� に
到達できるといえる．
式 (6)から，1/dm がとりうる値の範囲は

√
a2
m − 1− 1

am
≤ 1

dm
≤ 1 (8)

であるとわかるから，γm がとりうる値の範囲は，図
2の塗りつぶされた領域である．したがって，アルゴ
リズムによって生成される点列が強凸領域の外に出な
いようにするためには，減衰率は非常にゆるかやに減
少させる必要がある．また，ノイズが大きい，すなわ
ち am が大きい学習初期は，ほとんど 1と変わらない
ほど大きい減衰率 γm を使用するべきであることがわ
かる．よって，σ-nice関数の定義においては，ノイズ

図 2 γm がとりうる値の範囲
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の減衰率はmによらず γm = 0.5であったが，これは
ノイズ |δm| が大きいときには成り立たないことがわ
かる．

9. 最適な学習率スケジューリング

命題 3から，段階的最適化アルゴリズムにとって最
適なノイズの減衰率 γm がわかった．また，式 (5)か
ら，SGDの確率的ノイズによる平滑化の度合いは，学
習率に比例することがわかっている．したがって，最
適なノイズの減衰率はただちに最適な学習率の減衰率
となる．図 3は，既存の減少学習率スケジューラーの
減衰率と，最適な減衰率の曲線を平行移動したものを
プロットしたものである．
これによると，学習率の減衰率が満たすべき範囲に

収まっているのは，次の式で定義される多項式減衰学
習率のみである．

ηt := (ηmax − ηmin)

(
1− t

T

)p

+ ηmin (p > 0).

ただし，図 3 にプロットされた曲線は，t ∈ [T ], T =

200, ηmin = 0, ηmax = 0.1, p = 0.5 と設定したもので
ある．その他の減少学習率スケジューラーの定義につ
いては文献 [2]の 3.2 節を参照されたい．図 4 は，多
項式減衰学習率のハイパーパラメータ pを変化させた
ときの減衰率と，最適な減衰率の範囲をプロットした
ものである．これによると，1以下の pを有する多項
式減衰学習率が最適な減少学習率であるといえる．多
項式減衰学習率の定義から，その減衰率は次のように
計算することができる．

γm =
(M −m)p

{M − (m− 1)}p . (9)

ただし，m ∈ [M ], p ∈ (0, 1]とする．

10. 暗黙的な段階的最適化アルゴリズム

3節で示したとおり，訓練データの総数 nとモデル
のパラメータの数 dが非常に大きいとき，式 (1)で定
義される目的関数 f に対しては定義 1 の平滑化演算
を施すことができないため，一般に段階的最適化アル
ゴリズムを DNN の訓練に適用することはできない．
しかし，5節で示したように，目的関数 f の最適化に
SGDを使うというだけで，関数 f はある程度平滑化さ
れていて，その度合い δ はハイパーパラメータである
学習率 η とバッチサイズ bによって定まる．したがっ
て，訓練中に平滑化の度合い δ が徐々に減少するよう
に，学習率 ηとバッチサイズ bを適切に変化させれば，

図 3 既存の学習率スケジューラーの減衰率

図 4 多項式減衰学習率の減衰率

SGD を利用した暗黙的な段階的最適化が実現できる
はずである．さらに 8節と 9節から，減衰率 γm は式
(9) で設定すればよいことがわかっている．これらに
よって構成される暗黙的な段階的最適化アルゴリズム
を次に示す．

Require: ε > 0, p ∈ (0, 1],x1 ∈ R
d, d̄, η1, b1 >

0, H3,H4 > 0

1: δ1 := η1C√
b1

2: α0 := min

{ √
b1

4Lfη1C(1+d̄)
,

√
b1√

2ση1C

}
,Mp := 1

α0ε

3: for m = 1 to M + 1 do

4: if m = M + 1 then

5: εm := σ2δ2m, TF := H4/ (εm −H3ηm)

6: γm := (M−m)p

{M−(m−1)}p

7: κm/
√
λm = γm (κm ∈ (0, 1], λm ≥ 1)

8: end if

9: xm+1 := GD(TF ,xm, f̂δm , ηm, bm)

10: ηm+1 := κmηm, bm+1 := λmbm

11: δm+1 :=
ηm+1C√

bm+1

12: end for

13: Return xM+2

次の定理によって，暗黙的な段階的最適化アルゴリズ
ムの収束が保証される．証明は文献 [2]の D.4節を参
照されたい．
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定理 1. ε > 0 を十分小さい正数とする．このとき，
Lf -リプシッツ new σ-nice 関数 f に対して暗黙的な
段階的最適化アルゴリズムを適用すると，アルゴリズ
ムはO

(
1/ε

1
p

)
回の反復で大域的最適解x� の ε-近傍

に到達する．

定理 1は，非凸の目的関数 f が new σ-nice関数な
らば，暗黙的な段階的最適化アルゴリズムによって大
域的最適解を見つけることができることを意味してい
る．このアルゴリズムを画像分類タスクに適用した数
値実験の結果は，文献 [2]の 4章を参照されたい．

11. まとめ

本稿では，深層ニューラルネットワークを含む非凸
関数の大域的最適化について，SGDを利用した段階的
最適化の観点から考察した．段階的最適化アルゴリズ
ムが大域的最適解に収束するための条件を満たす非凸
関数族である new σ-nice 関数を定義し，適切な大き
さのノイズで平滑化すると，任意の関数が new σ-nice

関数となることを示した．また，SGDがもつ確率的ノ
イズの大きさは学習率，バッチサイズ，確率的勾配の
分散によって定まることを示し，この性質を利用して，
最適な学習率スケジューリングが多項式減衰学習率で
あることを示した．最後に，SGDの平滑化効果を利用
した暗黙的な段階的最適化アルゴリズムと，その収束
解析を紹介した．このアルゴリズムによって，SGDを
利用した非凸関数の大域的最適化が可能となることを
示すことができた．
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